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Instrugcdes: Os workshops s3o resolvidos em grupo durante a aula com a ajuda dos colegas e
do docente, mas cada aluno deve escrever e entregar a lista separadamente. Constitui violagoes

do cdédigo de ética da disciplina:
e Olhar as resolugdes escritas dos colegas;
e Escrever na lista dos colegas ou trocar anotagdes de respostas;

e Trazer para a aula qualquer tipo de resolugdes dos exercicios do workshop.
Workshop 4. Jogos dinamicos de informacao perfeita

1. (Estratégias) Em jogos em forma extensiva (de informagdo perfeita), estratégias especifi-
cam ac¢Bes como resposta a cada histérico de jogo, isto é, para cada vértice (em que aquele
jogador é chamado a jogar), mesmo aqueles “impossiveis’de serem atingidos dada a es-
tratégia daquele jogador em etapas anteriores do jogo! Para cada jogo abaixo (sem payoffs),
especifique o nimero estratégias de cada jogador.
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2. (Indugao para tras) Usando o método de indugdo para trds (backward induction, em inglés)
denote por setas as agdes 6timas de cada jogador (em cada nédulo em que ele é chamado
a jogar) no jogo em forma extensiva abaixo. Qual é o (dnico!) payoff esperado de cada
jogador nesse equilibrio de Nash perfeito em subjogos?
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3. (EN e ENPS em jogos de soma-zero) Para cada um dos jogos de soma-zero abaixo (que
como antes, o nimero indicado é o payoff do jogador 1, sendo o do jogador 2 o inverso):
escreva o jogo em forma normal, ache os equilibrios de Nash, e os compare com os equilibrios
perfeitos em subjogos encontrados por backward induction.
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4. (Pegar ou largar) O jogo abaixo, também conhecido como jogo do ultimato (em inglés,
ultimatum game) é um dos jogos mais estudados em economia experimental. Esse jogo é
famoso pois em experimentos as pessoas agem de forma muito diferente das predi¢des da
teoria dos jogos (por exemplo, um resultado frequente é uma divisdo 50-50).

Considere o seguinte método de dividir entre duas pessoas dois bombons (fechados). O

jogador 1 propde uma divisdo, e o jogador 2 aceita (y) ou rejeita (n) a proposta. Se o
jogador 2 aceitar, ela é efetivada, se ele rejeitar, os dois bombons sdo doados.

Esse jogo é representado na figura acima. Quais sdo os equilibrios de Nash do jogo? Quais
deles sdo perfeitos em subjogos?

5. (Nim reverso) Considere um jogo em que ha trés pilhas de fésforos, uma com 1 fésforo,
a segunda com 2 e dltima com 3 fésforos. A cada turno, um jogador retira fésforos, pelo
menos um e quantos quiser, desde que da mesma pilha. O jogador que remover o Gltimo
fésforo perde o jogo. (Vide o jogo de Nim no exercicio 12, esse é reverso pois quem pegar o
dltimo fésforo perde, e ndo ganha como no Nim usual.)

Descreva a situacdo como um jogo em forma extensiva: jogadores, o grafo, estratégias
e payoffs. Use inducdo para trds para resolver o jogo para a estratégia sequencialmente
racional. Quem pode garantir a vitéria, o primeiro ou segundo jogador?

6. (O jogo centipede) Embora um conceito importantissimo em teoria dos jogos, ndo passou
despercebido pelos teoristas que nem sempre o equilibrio perfeito em subjogos da predicGes
de comportamento que soam razodveis. Um exemplo em que isso acontece é o canénico jogo
centipede, pensado por Rosenthal em 1981.

Nesse jogo, 2 jogadores agem de forma alternada, escolhendo se param ou continuam o jogo.
Parar aumenta o payoff (acumulado) em 2, mas termina o jogo, enquanto continuar aumenta
em apenas 1, mas o jogo continua, como na figura abaixo, para um jogo de 6 periodos.
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Qual é o equilibrio de Nash perfeito em subjogos do jogo (isto é, o que resulta de um processo
de backward induction)? Ha outros equilibrios de Nash que esse?

7. (O paradoxo do teste surpresa) O paradoxo do teste surpresa, as vezes do enforcamento
surpresa (em inglés, unexpected hanging paradox) é um paradoxo introduzido por Martin
Gardner em 1963 na coluna de “Mathematical Games"da Scientific American, relacionado
com o conceito de backward induction.

A ideia é a seguinte: imagine que um professor de teoria dos jogos chegue na sala de aula na
sexta-feira e diga que haverd um teste surpresa em alguma aula da semana seguinte. (Por
conveniéncia, suponha que as aulas ocorrem todos os dias.) Aqui, “teste surpresa’ndo é
modo de falar: o professor insiste que sé havera prova naquela data se os alunos admitirem
nao estar esperando o teste naquele dia.

Tendo estudado indugao para tras, os alunos concluem que nao haverd teste na semana que
vem, e passam o fim de semana jogando video-game. Chega na terca-feira, e para o choque
(e surpresa) de todos, o professor tira da maleta um mago de provas.

Explique o raciocinio dos alunos e a razdo pela qual muitos consideram esse experimento
mental um paradoxo.

8. (Jogo de barganha) No estudo da teoria dos jogos, uma classe importante de jogos sdo os
Jogos de barganha, pensados por Stahl (1972, 1977) e Rubinstein (1982), em que jogadores
precisam chegar a um acordo ( “barganhar”) para a divisio de algum bem ou excedente.

Os jogadores se revezam propondo divisdes do bolo, que o outro jogador pode aceitar, e
entdo o jogo acaba com aquela divisdo, ou rejeitar, e o jogo continua até o préximo periodo,
quando o jogador que rejeitou faz a sua contra-proposta. E assim em diante, até um final
pré-determinado do jogo apés T periodos. (Fica entdo claro que o jogo do ultimato da
questdo 4 nada mais é que um jogo de barganha de Stahl-Rubinstein com 7' = 1.)

No jogo, tempo tem um custo: a cada periodo que passa, os jogadores perdem 3 unidades
do bolo.! Considere que o tamanho do bolo é 10, o jogo tem 3 periodos e o jogador 1 é o
primeiro a fazer uma oferta.

!Rubinstein (1982) analisa tanto o caso de custo fixo do tempo, como aqui, quanto a perda de uma propor¢io
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9.

10.

11.

(a) Descreva a situagdo como um jogo em forma extensiva: jogadores, o grafo, estratégias
e payoffs. Quais sdo os equilibrios de Nash do jogo?

(b) Qual ou quais desses equilibrios sdo perfeitos em subjogos?
(Rotten kid theorem) Imagine um jovem universitario que escolhe como se comportar
morando sozinho, escolhendo um nivel de mal comportamento a. Esse comportamento

causa um dano econdmico para si, reduzindo a sua riqueza c(a), assim como para os seus
pais, reduzindo a riqueza deles p(a), onde c(a) < p(a) sempre.

O filho é inteiramente egoista, e se preocupa apenas com o seu préprio dinheiro. Ja os pais
sdo inteiramente altruistas (em rela¢do ao filho), querendo maximizar o minimo entre p(a) e
c(a), e ajudam o filho a morar fora de casa dando a ele uma mesada. Depois do universitério
escolher a, os pais decidem o quanto transferir de dinheiro para ele.

Descreva a situacdo como um jogo em forma extensiva: jogadores, o grafo, estratégias e
payoffs. Mostre que no equilibrio perfeito em subjogos, o universitario escolhe o nivel de mal
comportamento maximizando a soma do seu dinheiro e dos pais. Interprete.

(Jogos com movimentos da sorte) Considere o jogo em forma extensiva com movimentos
da sorte abaixo, onde o jogador zero é a natureza. Use o principio de inducdo para trds e
ache os equilibrios de Nash perfeitos em subjogos.

(53 _l)
(_25 5)

(0,2)
(_la l)
(1, 1)

4

(Chomp) As préximas questdes lidam com jogos de vencedor e perdedor (soma-zero) de
informagdo perfeita entre dois jogadores, como o xadrez, a dama ou o go (todos eles infeliz-

&; do bolo, como vimos em aula. Este dltimo caso tem apelo maior a economistas, por ter correspondéncia direta
a uma taxa de desconto intertemporal, e assim a segunda especificagdo do modelo se tornou muito mais comum.
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mente complicados demais para os nossos propdsitos). O estudo desses jogos na matemdtica
forma a teoria dos jogos combinatdrios.

Chomp é um jogo combinatorial inventado por David Gale em 1974, que é jogado em um
tabuleiro de tamanho m X n. Ele é bem simples: os jogadores se alternam (o jogador 1
comega), e a cada movimento o jogador captura um quadrado do tabuleiro. Quando esse
quadrado é capturado, todos os quadrados no nordeste dele sao removidos do tabuleiro.
Ao final, quem capturar o quadrado (1,1) perde o jogo. Um exemplo para m =n = 8 é
apresentado na figura a seguir, onde um jogador capturou (4, 7), eliminando os quadrados
escurecidos.
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(a) Descreva o jogo de David Gale para m = n = 2 em forma extensiva: jogadores, o grafo,
estratégias e payoffs. O jogador 1 pode garantir a vitdria, o jogador 2 pode garantir a
vitéra, ou ambos podem garantir o empate?

(b) O que acontece agora para um "tabuleiro vertical”1 x n?

(c) E se tivermos um tabuleiro "sé com as bordas’e os lados de tamanho igual, isto §,
(m,1)U(1,n) e m = n? (Para quem gostou do jogo, continuamos a analise do Chomp
na questdo 16 desse workshop.)

12. (Nim) Outro jogo combinatorial que é relativamente simples é o Nim (ou jian3shi2zi), que
existe desde a antiguidade na China, chegando na Europa ji no século XV. (Ele também é
bastante importante na teoria de jogos combinatdrios, ja que é conhecido que uma grande
classe de jogos (incluindo o Chomp) podem ser representados como diferentes tipos de Nim.)

O jogo de Nim funciona de tal maneira: ha NN pilhas de pedras, cada uma com M, pedras
nela. Os jogadores revezam em pegar pedras, quantas quiser desde que sejam da mesma
pilha. Quem pegar a ultima pedra ganha.
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O jogo de Nim foi inteiramente resolvido, e tem uma estratégia 6tima bastante interessante:
escreva os nimeros de pedras em cada pilha em colunas em base 2. Definimos uma “posicao
vencedora” como uma em que o nimero de 1s em todas as colunas é par. Por exemplo, se
ha 4 pilhas, com 2, 12, 13 e 21 pedras, respectivamente, escrevemos de forma:

o O O
= = O O

11
11
1 01
Nas colunas (da direita para a esquerda) 1 e 4 temos nimeros de 1 par, mas nas colunas

2, 3, e 5 ndo. Se pegarmos 18 pedras da dltima pilha, ela fica com 3 (11 em bindrio), nos
dando uma posicdo vencedora:

—_ =

— =
_ o O =
-0 O

Argumente que com a estratégia de sempre criar uma posicdo vencedora o jogador inicial
sempre consegue garantir a vitdéria, desde que a posicao inicial nao seja posicao vencedora
(em tal caso que o oponente consegue assegurar a vitdria).

13. (Marx nao passa frio) Marx famosamente escreveu: “Saldrios sdo determinados pela briga
antagonistica entre o capitalista e o trabalhador. Mas a vitéria necessariamente vai ao
capitalista, pois o capitalista pode viver mais tempo sem o trabalhador que o trabalhador
sem o capitalista”.

O jogador 1 (capitalista) e o jogador 2 (trabalhador) estdo dividindo um excedente de
producdo de 10 mil reais. A cada periodo (més) de barganha (sem trabalhar), o capitalista
perde 2 mil reais e o trabalhador 5 mil reais. A duragdo do jogo ¢ infinita (e os jogadores
podem ter payoffs negativos, se o acordo demorar o suficiente).?

Mostre que o resultado do tnico equilibrio perfeito em subjogos desse jogo é o capitalista
absorver para si todo o excedente da producao.

14. (Hex) Hex é um jogo inventado em 1942 por Piet Hein, e reinventado (independentemente)
em 1948 por ninguém menos que John Nash (Nobel '94). Ele é jogado em um tabuleiro de
hexdgonos como na figura abaixo (no caso, tabuleiro de tamanho 6), onde um dos jogadores

2Note que essa é apenas uma aplicacdo do modelo de Stahl-Rubinstein da questdo 8 com T = oo e custos
diferentes de espera para cada jogador.
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é "Dark”e o outro “Light”. Os jogadores se revezam colorindo da sua cor hexdgonos do tabu-
leiro, e ganha quem fizer um caminho de hexagonos da sua cor entre os dois lados que possui
do tabuleiro (no caso da figura abaixo, que representa um jogo completo, “Dark” ganhou).

A principio, poderiamos imaginar que é possivel uma configuragdo final em que nenhum dos
dois jogadores ganha (um empate), mas isso é impossivel. Um argumento intuitivo para isso
€ que se os hexdgonos escuros sdao agua e os claros sdo pedra, entdo sempre ou vamos ter
uma ponte de pedra ou o rio cruzando para o outro lado.?

Use isso para construir uma demonstra¢do o mais rigorosa possivel de que o primeiro jogador
sempre pode garantir a vitdria. A ideia é pensar o que o 12 jogador poderia fazer caso
houvesse alguma estratégia que o 29 jogador poderia fazer para garantir a vitéria.

15. (O dilema do Rei Salomao) O Rei Salomdo no antigo testamento era conhecido como
um rei muito sabio. Uma das suas histérias mais famosas é de quando duas mulheres
(digamos, Ana e Beatriz) disputavam quem seria a m3e de um bebé. Salom3o sabia que
uma delas estava falando a verdade e uma estava mentindo, e desejava dar o bebé para a
mae verdadeira, mas ndo sabia qual delas essa era. Ambas as duas mulheres sabiam quem
era a mae verdadeira do bebé. Assuma que o valor do bebé para a mae verdadeira era 100
dinares, e para a mae falsa era 50 dinares.

Aqui vamos propor para Salom3o um mecanismo que resolva o dilema de Salomao imple-
mentando a alocagcdo que ele deseja (e sem precisar cortar nenhum bebé ao meio). Para
determinar quem é a m&e verdadeira, o rei ird (i) perguntar para Ana se ela é a m3e: se ela
negar, o bebé é dado para Beatriz; caso contrario o processo continua. (ii) o rei pergunta
para Beatriz se ela é a mae: se ela negar, o bebé é dado para Ana; caso contrério, Beatriz
leva 0 bebé e paga ao rei 75 dinares, e Ana (n3o leva o bebé €) paga ao rei 10 dinares.

3Mas a prova formal desse fato n3o é t3o simples. Na verdade, ja se provou que o Hex n3o ter empate é
equivalente ao Teorema de Ponto-fixo de Brouwer.
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16.

Escreva os dois jogos implicados por esse mecanismo em forma extensiva, descrevendo os
jogadores, o grafo, estratégias e payoffs, um para o caso de Ana ser a mae verdadeira, outro
para Beatriz. Mostre que em ambos os casos, o tinico equilibrio perfeito em subjogos é a mae
verdadeira ficar com o bebé e nenhuma mae pagar nada, isto é, mostre que esse mecanismo
implementa em equilibrio perfeito em subjogos o objetivo social do rei.

(Chomp de novo) Na teoria de jogos combinatdrios, ha jogos simples como o Nim que
sabemos quem ganha e a estratégia vencedora (vide questdo 12), e h3 jogos muito complexos
que (ainda) n3o sabemos nem que lado pode garantir a vitéria (ou ambos o empate), como o
xadrez. O interesse tedrico no Chomp vem do fato bastante curioso de que podemos provar
que o jogador 1 tem uma estratégia que sempre garante a vitéria em todo jogo de Chomp,
embora para n,m ndo pequenos ninguém saiba qual é! (Nem computadores conseguem
calcular a estratégia 6tima mesmo para n, m n3o t3o grandes.)

(a) Utilize os resultados da questdo 11 para achar uma estratégia para o jogador 1 que
garante a vitéria em tabuleiros quadrados (i.e., quando n = m).

(b) Argumente que (mesmo para tabuleiros ndo quadrados) se o jogador 2 pode garantir a
vitdria no jogo, entdo o jogador 1 também pode garantir.

(c) Algo interessante da teoria de jogos combinatérios é que podemos brincar com extensdes
dos jogos que obviamente n3o sdo factiveis no mundo real. Que jogador tem estratégia
vencedora em um jogo de Chomp jogado em um tabuleiro de tamanho 2 x oo? E em
oo X oo? Descreva a estratégia vencedora.



